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2 4 ¿> 
j J F.nds= f j j DivFdzdydx, 
»(A) 3 
E j e m p l o 4 
Ilustrar el teorema de la divergencia si F ( x , y , z ) = x i +y j + z k y <p (A) es 
la superficie cerrada Z=X2+y2'> Z-1! Z-9 ( F i g u r a 2 2 2 ) 
Fig.222 
So l tic i ón 
May que verificar que j j F.nds=ff JDivFdzdydx 
» w 
i, £ > i v F = | ^ + | e + = 3 y asi: ox oy c>z 
JJ"J" DivFdzdydx = 3 j" JJ dzdydx 
s s 
= 3 f2nf3[9rdzdrdd~3 [2* f1 f1 rdzdrdQ 
Jo J o Jr2 Jo Jo Jr2 
= 12071 
i i ) El sólido está limitado por tres superficies, (A) , la tapa Z=9 
«^(.A). la tapa Z = 1 y <p, (A) la superficie del paraboloide, lueqo 
f f F.nds=:f f F.^ds^f J F.n7ds2+f j F.n^dSj 
V{A) Wxi*) •»«*) 
Una parametri zación de <px {A) es <px ( x , y) = ( x , y , 9 ) y corno z = 9 
z -9=0 y un vector normal exterior a <Pj (A) es (0,0,1), luego: 
a) / / F . n c f s = 1 1 ( x , y , 9) . ( 0 , 0 , 1 ) dxdy 
»!<*> A 
x 7 
= 9 j"3 J dydx 
-y/^P 
= 9 f2* frdrdd=81n-
J 0 Jo 
lambién <px (A) se puede parametrizar por: 
(px (u, v) - {uCOSV, USenV, 9) 0iv<2n 0<u<3 y -|^x^-=u)c=(0, 0, u) 
an t ori ces 
J J F.n1da1~ j J" (uCosv, uSenv,9) . (0, 0, u) dudv 
n39 ududv=filTL. j 
b) Una par ametr ización para la tapa z = l (<p2(A)) es 
<p? (x, y) " (x, y, 1 ) y corno z = l -» 1-2 = 0 y un vector normal exterior 
<p {A) es (0,0,-1) luego 
f f F.n2d82= f J (x,y, 1) . (0,0,-1) dxdy 
<h (A) A 
yT^ 7 
"C f -y/TP 
= -f"[lzdrdd 
Jo Jo 
= —71 
Està integrai se puede resolver en forma anàloga a la a n t e r i o r , 
parametrìzando la superficie asi: 
U, v) =(uCOSV, uSenv,1) 0<v<2n 0<u<l y 
/ / F.n2ds2= _r?n r (uCosv, uSenv, 1 ) . ( 0 , 0 , u) dudv=-n 
»,(4) J0 Jo 
253, 
b) Una parametrización para la superficie del paraboloide Z-X2+y2 
entre z = l y z=9 es <p3 (X, y) • (X, y , X2 +y 2) y como z~X2 +y2 entonces 
X2 +y2-Z=0 y u n vector normal exterior a esta superficie es: 
(2X,2y,-1) • lueqo 
f f F.n2 ds2= j J* (x,y, x2+y2) . (2x, 2y,-l) dxdy 
J j" (x2+y2) dxdy 
A 
• 2n /• 3 
= 4071 • 
Otra parametrización para esta superficie es: 
<p3 (U, V) = {UCOSV, uSenv, U2) Oív<2n, l<u<3 y un vector normal exterior a 
dtp, 3<p, , , v la superficie es - X — ( 2 U2COSV, 2u2SenV, ~u) Y aSi! 
ou dv 
/ / F.n3dB2= f2K f1 (ucosv, uSenv, u2) . {2u2Cosv, 2u2Senv,-u) dudv 
tj(A) JO h 
n^u3 dudv 
= 4 071. lueqo 
[ { F-nd3=em-ix +4071=12071 y así 
J j F.nds=f jjDivF.dzdydx, 
* {A) 
Ejemplo 5 
Ilustrar el teorema de la divergencia si F ( x , y , z ) =x i + y j+z k y <p (A) 
la superficie (Cerrada) del plano x+y+z=9 y x=0, y=0, z=0 
Fig.223 
x + y +z - 9 
( F i g u r a 2 2 3 ) S o l u c i ó n 
Hay que? verificar que f f F.nds=ff f DivFdzdydx, 
»(A) 3 
1) ///DivFc*xdydz= / / / 3 dzdydx 
9 -x 9 -x-y 
~ 3 f f f dzdydx 
n o o 
= 3 í9 [9 X (9-x-y) dydx 
J0 Jo 
729 
ii) El sólido está limitado por 4 superficies así: 
f ¡ F . n d s = r ¡ f F . n kdsk• 
f f F.nrd8l = f f ( x , y, 0) . (0,0,-1) dydx = f9 [0dydx=0-
9I<A) A O 
2 5 0 , 
b) Sea <p2 (A) la superficie del plano x=0, luego un vector normal 
exterior es (-1,0,0) v asi: 
f f F.n2dB2 = f [(o,y, z) . (-1,0,0) dydz = f9'7o dzdy = 0 • 
*aU) A JO { 
c) Sea q>3 (A) la superficie del plano y = 0 entonces un vector normal 
exterior a esta superficie es (0,-1,0) luego 
9 -x 
f f F.n3dB2 = f f ( x , 0,z) . (0,-1,0) dxdz = f9 f0dzdx= 0-
¥,<*) A JO JQ 
d) Sea <p4 (A) la superficie del plano x+y+z=9, luego un vector normal 
exterior a esta superficie es (1,1,1) y así: 
/ / F.nldsi- j f (x, y, 9 -x-y) . (1,1,1) dxdy 
A 
9 -x 
^ f 9 j 9 dydx 
0 o 
729 = entonces: 2 
11 F.nds= 0+0+0 + 2Al = 229 luego 
Ua) 2 2 
/ j* F.nds=f J J DivFdzdydx 
f (A) 5 
Ejemplo A 
Ilustrar el teorema de la divergencia si F(x,y,z) = (x , y , z ) y F (A) ES la 
superficie cerrada limitada por las 6 caras del cubo de lado 1 ( F i g u r a 
224 ) 
Fig.224 
X ¿""0 .o.o) (1,1,0) 
S o l u c i ó n 
Hay que verificar que j J F.nds=f f fDivFdzdydx 
p (A) 
í } DivF • + = 3 y así: 
dx dy dz 
f f fDivFdzdydx=3¡f f dzdydx=3J1 J1 pdzdydx m 3 . 
5 5 0 0 0 
ii) El sólido está limitado por 6 superficies, lueqo 
f f F.nds = W f F.nkdsk 
9 (A) ™ 
a) Sea (px (A) la superficie de la tapa z = l entonces n x=(0,0,l), 
dSi=dxdy (Ejercicio) y así 
f f F.ntde1= f ^ U x ^ r l ) . (0,0,1) dxdy= f'f'dxdy = 1. 
*JA) jO JO Jo Jo 
b) Sea <p2 {A) la superficie de la tapa 2=0, entonces n = s (0,0,-l) 
(VG=( 0,0,-1) SÍ G{x,y, z) =-Z = 0) y dS==dxdy, luego 
f I F. n2ds2= J^J^1 (x,y, 0) . (0, 0, -1) dxdy ~ 0-
c) Sea <P3 (A) la superficie del plano y = l , n3=(0,l,0), dS3=dzdx, 
entonces / / F.n 3ds 3 = f 1 f 1 ( X / l f Z ) . (0,1,0) dxdz = 1-
d) <p4 (A) : y = 0 , n« = ( O , -1 ,0 ) , d S 4 = d x d z , e n t o n c e s 
/ / F.n4<fs4= ^ ^ ( X r O r Z ) . (0,-1,0) d x d z = 0. »«(A) J0 Jo 
e) Sea <p5 (A) : x = l , n „= ( 1,0 , 0 ) = V G (X, y, Z) V dS9=dydz, si 
G(x,y, z) = (x-1) =0-
/ / F-nsdBs = r ^ d , y , z ) . (1,0,0) dydz 
»5(A) ( J0 J0 
= f 1 f 1 dydz =1 
Jo Jo 
f) (p 6{A) : x = O , n<b=(—1,0,0) , d S 6 = d y d z , e n t o n c e s 
/ / F-n«d86= f V N o , y, z) . (-1,0,0) dydz = 0. 
»«(A) JO JO 
Luego: 
/ / F - n d 3 = 1+0+1+0+1+0=3 
J j F.nds=J j f DivFdzdydx 
y asi 
wCA) 
Ejemplo 7 
Ilustrar el teorema de la divergencia para F ( x , y , x ) = x i +y j + z k si q> (A) 
es la superficie del cilindro x 2 + y:2 = 4 y las superficies de las tapas 
z=l, 7= 3 (Figura 225) 
2 5 3 
Fig.225 
z 
/N 
> y 
z - -3 
So1ución 
Hay que verificar que J J F.nda=J j J DivFdzdydx 
f{A) 
i, J j jDivFdzdydx^ 3 f j f dzdydx 
i/TP 
3 f* j f ^dzdydx 
2 J J 3 
3 f2n f2 CidzdzdQ 
Jo j0 J-3 
= 4871 • 
ii) El sólido está limitado por 3 superficies, entonces 
| f F.nds=f f F.^da^f f F.n2ds2+f f F.n3ds3. 
9(A) »l<*> *a<A> 
a) (Pj (A) : z = l, entonces <px (x, y) = (x, y, 1) es una parametr i zación de 
ésta superficie y un vector norma 1 exterior es (0,0,1), luego 
j f F.n1da1= f J(x,y,l) . (0,0,1) dxdy 
• i < * > 
-sin? 
2 5 4 I n t t f r i l M tfofel«« y trif!•», lán»« y 4« inf«rftcl* 
n2 r d r d 6 = 4*. J 
Otra parametrización para (pj (A) es <p (u, v) = (uCOSV, USenV, 1) 
O £ U £ 2 y 0<V<2TT: ( O , 0 , u ) entonces 
du ov 
/ / F-n1da1 = f2n f2 (ucosv, uSenv, 1) . (0,0, u) dudv 
*7{A)
 j0 JO 
n2ududv = 4 TI j 
b) <p2 (A) : z = -3 y íp2 (x,y) 85 (X,y, -3) : es una parametrización para esta 
superficie y un vector normal exterior es (0,0,-1), lueqo 
f f F. n2ds2 = j f ( x , y , -3) . (0,0,-1) dxdy 
* a {A) A 
y/TJ? 
j 2 f 3 dydx = 3 f 2 nf 2 r d r d Ü = 12n 
2 
-vl^7 
Esta inteqral sobre ty2(A) se puede calcular también asi: 
q> (u, V) = (llCOSV, uSenv, -3) O < u i 2 , 0<v<2n, es una parametrización 
de (p- (A) y - X ^ ~ ( O , 0 , - u ) es un vector normal exterior, 
¿ du av 
1 u e q o 
/ / F-n2d82^ [211 f2 (ucosv, uSenv, -3) . (0, 0, -u) dudv 
*7(A) JO JO 
ni 3ududv = 12% j 
cJ^p.M) l a superficie del cilindro x 3 + y 2 = 4 entre z=-3 y z = l y 
una parametrización de esta superfice es (u , v) = (2COSV, 2Senv, u) 
0ivi2n, ~3Su!l y un vector normal exterior es 
(2Cosv,2Senv, 0) y así 
du dv 
f í F. n3 da3 = f2n f1 (2Cosv,2Senv,u) . (2Cosv,2Senv,0) dudv 
í,(A) J0 J-3 
255, 
= f *J tdudv 
= 32 71. luego 
/ / F - n d s = 47T+127t+327c=487c y así 
J j" F.nds^ff JBivFdzdydx. V (A) 5 
¡Vota 
|ara la superfice (p3 (A) o sea la del cilindro x 2 + y 2 = 4 e n t r e z = -3 y z = l 
fce tiene que x=/4 - y 2 ; X=~^A~y 2" P a r a l a superficie definida por 
-y 2 tiene que una parametrización es (p (y, z ) = (y 4^ -y 2, y, z) * 
2¿yi2; -3<z<l y un vector normal y exterior a esta superficie es 
|l/-^==r/oj, pues x - y [ ^ p = G { x , y , z) =0 y n«V(?. 
tara la superficie definida por -y2' u n a parametrización es 
((> (y, z) ^(-yfi^y1 , y , z ) y c o m o - W 4 ^ p = 0 = G ( x , y , z) entonces 
n=VG=í-l, , 0 ] y así: 
V v T ^ 1 i 
F.n3d82 = pjUtfzp.y.z) .{i.-j^.ojdydz + fX(-^P.y.M) 
r 
- a : +/.;/.: 
. f ' f 2 —í— dydz * f T —¿=dydz 
= 16tt +16n =32rc • 
E j e m p l o B 
Ilustrar el teorema de la divergencia si F ( x , y , z ) = ( x , y , z ) y <p (A) es la 
superf i c ie cerrada del cono z-\[x7 +y2 v d<? 5U t a p a z~9 • 
( F i g u r a 2 2 6 ) 
<P,(A) 
So 1ución 
Hay que demostrar 
i ) 
que f f F.rids = JJf BivFdzdydx. 
*(A) s 
f J"JDivF. dzdydx = 3 jjjdzdydx 
•v/Rl-j 
3 / 9 / / d z d y d x 
- V 8 1 - X 2 v ^ 7 ./^rp 
= 3 f Kf f rdzdr d& J o Jo JI 
= 72971-
ii) J J F.nds = J J F.nldsl + f f F.n2ds2m 
»(A) ^(A) *2(A) 
(p^A) es la superficie del piano z=9 - <p1 (x, y) - (x, y, 9 ) es una 
parametri zación y un vector normal exterior es (0,0,1), luego 
f f F.n1ds1 = f fix,y, 9) . (0,0,1) dxdy 
A 
U t t f r i l M y t r i p l i * , I« ! ! • * • y It ••ptrficl* Nriari« AtwiC«. 257 
v^ eT7 •9 
= / _ , / 
-Vsi-x2 
« 9 r f z d z d d J o Ja 
= 7297t-
q>2 (A) es la superficie del cono Z=\Jx2+y2 Y yjX2+y2 ~Z=Q*>G{Xt y , z) ' 
un vector normal exterior a e s t a superficie e s > • 
'+y2 y x 2 + y 2 / 
<p2 (x, y) « (x, y, \Jx2 +y2) e 5 u n a parametrización de la superficie y así 
/ f F.n 2ds 2 = / f 
t Ks J , J \ \íxr^ yl V^P I 
7 29H +0=729tC -- f9 í (Jx2+y2 - i/x2+y3) dydx = 0 entonces J J F.nda J-9 J f,(A) 
-V81-X1 
1 uego 
j j F.nds = JJjBivFdzdydx_ 
»(*) s 
E j e m p l o 9 
Ilustrar el teorema de la divergencia si F(x,y,z)=xi+yj+zk, si 9 (A) es 
la unión de las superficies del cilindro x2+y2~1» P a r a Olzll, la tapa 
inferior de esta superficie (z=0) y la superficie de la esfera 
X2+y2+Z2=2> (Figura 227) 
» 
258, 
x 2 + y2+ z2as2 z > 1 
Soluciin 
Hay que verificar que ffF.ndS = JjJDivFdzdydx 
9(A) 3 
i ) 
il ) 
jjjDivF. dzdydx = 3 J f f dzdydx 
y/T^C* ^l-x2 V2-x*-y* 
3 f 1 J f'dzdydx + 3f2 f f dzdydx 
-yfTP -y/I^P 1 
v^r* 
= Vo7o £ r d z d r d d * 3jQ */0 f rdzdrdd 
3rc+27ix2T-5K=2Tt (2 t-1) ' 
J jF.nda = f f F.n1da1 + f f F.n3ds2 + f f F.n^ds 9(A) fx • a (A) (A) 
259 
a) Sea <p1 (A) la superficie definida por z-\¡2 ~X2-y2' Z~1 y 
z=s¡2 -X2 ~y2 - 0 y u n v e c t o r normal y exterior es 
. i l 
V V^ 2 -x 2-y 2 -x 2-y 2 > 
9 (x, y) = (x,y,/2-x 2-y 2) ' l u e g ° 
y una parametrización es 
/ / ^ i - f f (x,y,y¡2-x2-y2) .l—£—t—I—ti\dydx 
-vT^1 
= f1 f í - 4 — V 2 -x'-y2| d y d x 
J-l J \ v^-x'-y2 s/2-x3-y3 I 
Vi-*2 
" / o T - 2« a*-2) • 
b) <p2 (A) es la superficie del cilindro x 2+y 2=l' entre z=0 y 2 = 1, 
luego (u, v) = (Cosv, Senv, u) 0<v<2n, OluSl es una parametrización y 
un vector normal exterior a <p2 (A) es (COSV, SeilV, 0) ' luego 
/ / F.n2ds2 = í2n f1 (cosv, Senv, u) . (Cosv, Senv, 0) dudv = 
*a(A) J0 JO 
= f2Kf1dudv = 2n . Jo Jo 
c) <p3 (A) es la superficie de la tapa inferior (z=0) del cilindro, 
luego <p3 (x,y) » (X,y, 0) y un vector normal exterior a (¡p? (A) es 
(0,0,-1)• 
Luego ffF'n3ds3 = f1 f ( x , y , 0) . (0,0, -1) dydx = 0 - ¡¡F.nda 
~ 2« (2^-2) +2w+0=2it (2^-1) y a s í 
y J F.nds = JJjDivFdzdydx. 
VM) 5 
Ejemplo 10 
260 i r 'MB. 
Figura 228 
Fig.228 
z 
Solución 
Las superficies se cortan en z = l , pues como x 2+y 2+Z 2= 2 y X 2+y 2=Z 2 
entonces x 2 + y 2 + z 2 = z 2 +z 2 =2z 2 =2 Z»±l y como z^O entonces z - 1 • 
J jJ DivFdzdydx = i ) 
ii ) 
vT3F y/2-x*-y* JTP 
3/.1 / / d z d y d x = 3/ 2"/ 1 | rdzdrdQ 
= . 3Í2' f*r3Seni>d<f>drdd = 
Jo Jo j o 
271 (2 » -2) • 
J J F.nds = / f F.n1ds1 + f f F.n2ds2 
*iU) *a<A> 
VT-x' 7 
= f 1 f U / y , / 2 - x 2 - y 2 ) . ( — j ^ , l ) d y d x + 
J-l J „ \ y/2-x*-y* 1/2-x -y I -VI-*' 
vT x 
/ K . y . s r ^ i . f á - . - g - . i ) « * . 
Vi-*2 
2« (2 * -2) +0 = 2it(2»-2) ' l u e g o 
j j j DivFdzdydx = Jjr.nds, 
* ( A ) 
E j e m p l o 1 1 
Ca1 cu lar la in 
? ( A ) 
tegrai f f xz2 dydz+(x2y-z2) dzdx+{2xy+y2z) dxdy p a r a 
f (A! 
(p (A) la superficie cerrada z=yJa2~X2~y2 y 2 = 0 ( F i 9 u r a 229) de cuatro 
Fig.229 
z -a 2 - x 2 - y * 
S o l u c i ó n 
i) Aplicando el teorema de la divergencia se tiene: 
j Jxz2dydz+ (x2y-z3) dzdx+ (2xy+y2z) dxdy = JJJDivFdxdydz 
= j j j {z2+x2+y2) dzdydx 
* (A) 
2^2 Itttfrtlti Itklti y Iriditi, am listi y im Mptrficlt 
ii) Segunda forma: 
f fxz2 dydz+ (x2y-z2) dzdx+ (2xy+y2z) dxdy 
= f f xz2dydz+ (x2y-z3i dzdx+ (2xy+y2z) dxdy H 
f f xz2dydz+ (x2y-z3) dzdx+ {2xy+y2z) dxdy _ 
fjM) 
2 j a I s)a2-y2-z2. z2 dzdy + 2j* j* (x2</a2-x2-z2-z2dzdx 
f * T (2xy+y2Ja2-x2-y2dydx * f fxz2dy dz + / / (x2y-z>) dzdx J-* J 
V^F f f (2xy+y2z)dxdy = j « r Jai_yi_z>z* d z d y + 
ta(VI) Jo J 
4 f 7 ^ ( x V a ' - y ' - ^ - z 3 ) d z d x + Jo Jo 
4 / a / y 2 J a 2 ~ x 2 ~ y 2 d y d x = 1 2 i ô a / y2^2-x2-y2dydx 
12Íaf 2i{iSerib)2>Ja2-i2didò = Jo Jo 
_ 2wa 5 
íii) Tercera forma 
a) 
' / 
J j"F.nds = J f F.n^ds^f f F.n2ds2 
9 (A) »a (A) 
/ / F"-"ldSl 
tiU) 
= f f (xz2,x2y-z3,2xy+y2z) ,n1ds1 
= I" / [x(a2-*2-y2) ,*2y-(a2-x2-ya) *,2j«y+ya (a^-y 2) *] 
l»r>>r«o *»«•«>. OLÍ hlqnln KM» y trlfl r -
2 n a 5 
f f F.n2ds2 = f f (xz2,x2y-z\2xy+y2z) .n2ds2 
= f * J (o,x 2y,2xy) . (0,0,-1) d y d x = 0 entonces -a 
J J F.nda = 2*a
! 
5 5 
E j e m p l o 1 2 
C a l c u l a r J j xdydz+ydxdz+zdxdy <p ( A) la superficie de la esfera 
f U) 
x
2+y2 + Z2=A ( d e d o 5 "formas diferentes). 
f f xdydz+ydxdz+zdxdy = 3 f f f d z d y d x = 
3 
«2* r2 
ii ) 
3 r r f v s ^ d r d < p d e = 32«. 
Jo Jo Jo 
J j xdydz+ydxdz+zdxdy = 
/—i VT-^1 Vi-x1 
2 f 2 7 y f ^ ^ d y d z + 2H I / r ^ ^ d x d z + 2fl f V4-x'-y>dydx 
-yfTr1 
= ef22 ^y/4-x>-y2dydx = €¡o3tf(;a^Prdrd6 - 3 2 * . "2 . 
E j e m p l o 1 3 
v 
Calcular f j yz dz dy+zxdz dx+xydxdy donde q(A) es la superficie cerrada 
?(A) 
1 imitada por los planos x+y+z=l, x=0, y=0, z=0 ( F i g u r a 2 3 0 ) . 
2 6 4 
l a t t f r i l t i y t r i p l o » , *• y #• »«porfíelo 
Fig.230 
Solución 
Aplicando el teorema de la divergencia se tiene que: 
f J yzdzdy+zxdzdx+xydxdy = j j fDivFdzdydx = f f f 0 dzdydx = 0 
*(A) S 3 
5 . 9 TEOREMA DE STOKES 
S e a q> (A) u n a s u p e r f i c i e o r i e n t a d a y 
F(x,y,z)=P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k un campo vectorial diferenciable 
con continuidad, definido y acotado en 9 (A) entonces: 
J JRptF.nds = f f (VxF) .nds 
* (A) 9 (A) 
= í f.da 
= ^  P(x,y, z) dx+Q(x,y, z) dy+R(x,y, z) dz, donde c es la curva frontera 
orientada de <p (A) y n es un vector normal y unitario. 
Demostración (Ejercicio) 
Como el rotacional de un campo vectorial, es un campo vectorial, 
entonces la integral j j ROtF. nds s e calcula en forma muy semejante a 
las integrales de superficie calculadas hasta aqui. El vector n se 
trabajará en forma análoga a cómo se trabajó en el teorema de la 
latitraln lattai y triplas, ém llaaa y <a aaparficla 265 
divergencia y es por esto gue en esta sección, no se entra en detalles 
en este cálculo y solo se hace énfasis en la integral de línea. 
Ejemplo 1 
Ilustrar el teorema de Stokes si F(x,y, z) = (3y, -xz,yz2) y (A) es la 
superficie que se observa en la Figura 231 
Fig.231 
z 
Solución 
verificar que f f. dtt= f f (VxF).ndS 
J c ÌCA) 
i j f f (VxF) .nds = f f(9+x,0, -3-3) . (0,0,1) dxdy = f4 f sdydx 
= -96*. 
il ) 
Una parametri zación para la curva c es a ( t) - {ACOBt, 4Sent, 3 ) 0<t<2n y 
a'( t) =(-4Sent, 4COSt, 0) luego 
f f .da = 
266 •eperficie 
f 3ydx-xzdy+yz2dz = f * [3 . 4Sent (-ASent) -4Co8t3x4kCost+0] dt = 
f2n(-48Sen2t-48Cos2t) dt 
Jo 
r3* . 
= -48 dt = -96«, luego 
Jo 
/FVxF.nds = Á F.DA. 
v U) J c 
Ejemplo 2 
Ilustrar el teorema de Stokes si F(x,y,z)=(x,-xz,z) y & (A) es la 
superficie del plano x+y+z=l en el 1***~ octante (Figura 232) 
Fig.232 
> Y 
Solución 
El rotacional de F=(x,0,-z) (Ejercicio), luego hay que verificar que 
f f RotF.nds = £ f . da. 
» A JC 
i)J f RotF.nds _ f f (x,Q,-z) .nds = J j ( x , 0, - (1-x-y)) . (1,1,1) dydx 
A n1 * [x- (1-x-y) ] dydx = f1 f 1 * (x-l+x+y) dydx = J Jo Jo 
= L T " 1 " - 1 + y ) d y d x ' i1[2xy-y^}1oX4x -
*<A 1 
2 6 7 
ii ) éf.dtt=l F.dax + I F.da2 + I F.da3, ya que las curvas fronteras Je J c t J c¡ J e , 
de (A) son Ci, c =, c* (Figura 232) y las parametrizaciones son: 
a) Para c x: (t) = (0 , 1 -1, t) 0<t<l «J ( t) «(0,-1, 1) . luego 
f F.da. = f xdx-xzdy+zdz = f1tdt = —. 
J Ct 1 j Jo 2 
b) Para c 3 : <X2 ( t) - (t, 0 , 1 -1) 0<t<l, a'2 ( t) - (1, 0 , -1) , luego 
f F.da2 = f xdx-xzdy+zdz = f1 [ t-t (1-t) 0+ (1-t) (-1) ] dt = 
J ca J q, Jo 
f1(t-1 + t) dt = 0. 
Jo 
c) Para C 3: tt3 ( t) - (1 -1, t, 0) 0<t<l, ( fc) = (-1, 1, 0 ) » luego 
í F.da, = f xdx-xzdy+zdz = f1 (1-t) (-1) dt = f1(t-l)dt = 
J e , JeJ Jo Jo 
- 1 - 1 = - A y asi: ¿F.da = —+0--l=0. 
2 2 Je 2 2 
Ejemplo 3 
ir el teorema de Stokes si F ( x , y , z ) = ( x ,-xz , z ) y 9 (A) es la 
del paraboloide z=10~X2-y2 (Eigura 233) 
2 6 8 , 
Fig.233 
z 
Solución 
Se sabe que RotF=(x,0,-2) y hay que verificar que 
/ / VxF./3<ís= £ F . da . 
»(*> J c 
i) 
JJ (VxF) .iíc/s = ff (x,0,-z) .nds = 
fU) »(A) 
J J(x, 0,x2+y2-10) . (2x, 2y, 1) dydx = / /(2x2+x2+y2-10) dydx = -9k. 
a A 
ii) £ F.da, la curva frontera c de q> (A) tiene por parametrización 
x=3Cost, y=3Sent, pues z=10-x2-y2 • y Z=1 x2+y2=9 y como 
z=l0-(x2+y2) - z=lO- (9 (Cos2t+Sen2t)) =1 -ce (£) - (3Cost, 3Sent, 1) 
0<t<2n y cc'(t) =(-3Sent,3COSt,0) < luego 
769, 
í F.dtt = 4 xdx-xzdy+zdz = f2* (-9CostSent-9Cos21) dt = -9 f2nCos2tdt 
I C J O Jo Jo 
= -9¡o2Kjdt - " l ^ f ; = -9K y as, 
f ÍVxF.nds = f Fmdu. 
Id) Jc 
E j e m p l o 4 
Ilustrar el teorema de Stokes si F(x, y , z ) = (yZ2 , XZ2 , 2xyz) * <P (A) es 
la superficie que se observa en la Figura 234 
Fig.234 
z 
a 
C Í 
'4 (0.1.0) 
X- ' C : 
(1.0.0) C2 ( 1 '1 '0 ) 
< ^ 
r 
Solue ión 
Hay que verificar que 
JJRoCF.nds = § F. da. 
» M I 
i) Como z=0, entonces z-0=0 y asi n=(0,0,l), lueqo 
f f RotF.nds^ f1 f1 (0,0,0) . (0,0,1) dydxy f^f'odydx = 0 
JO Jo Jo Jo 
11 ) Observe que JF"=V<P •> siendo tp (x, y, z) =XyZ2 •• luego la integral de 
linea es independiente del camino, y así 
270 lateral« taklaa y tripla«, ia llaaa y l> aaparficla 
(0 ,0 ,0) 
TcF'det= f V<p.d<* = q> (0, 0, 0 ) ( 0 , 0, 0) = 0 , luego 
( 0 , 0 , 0 ) 
¡ JRotF.nds = f F. da. 
• (A) J c 
Ejemplo 5 
Ilustrar el teorema de Stokes si z) = (x, -XZ, z ) y , (A) la 
superficie del cono z ^ x 2 + y 2 hasta 2 = 3 y la tapa (z=3) (Figura 235) 
Flg.236 
- ! 
\ / 
Solución 
Se sabe que RotF=(x,0,-2), hay que verificar que 
f j (VxF) .nds = j F. da. 
i ) 
I f (VxF) .nds = ¡ I (VxF) .nid8l + f f (VxF) .n2ds2 
9 (A) 
Jí^P 
liW) <A> 
J J (x, 0,-3). (0,0,1) dydx + f / (*, o, -yGF^) ./—£=. — - l \ d y d x 
2 7 1 , 
= -27 ti +27TI = O 
ii) Una parametri zación para la curva frontera de <px (A) , cx es 
u 1 { t ) = {3Cost, 3Sentr 3) , 0<t<2ìi a [ ( t ) = (-3Sent,3Cost,0)¡ pues la 
curva frontera de (A) tiene por ecuación x 2+y 2 =9 e n y u n a 
jparametr i zación para la curva c 3 es U2 ( t) = (3 Cost, 3 Seri t, 3 ) , pues 
|como z=\jX2+y2 z=r3 entonces jt2+y2 = 9 * a s í X=3COSt Y y-3Sent Y 
Z=yj9 COS2t+9 Sen21 ~ * orientación es la contraria a Ci, es decir 
|t entre 2n y 0, luego 
<£ F.da = <f xdx-xzdy+zdz = <fi xdx-xzdy+zdz + <fi xdx-xzdy+zdz = Jc ic J Ci J Ca 
f2" (-9CostSent-21 Cos2t) dt + f° ( - 9 C o s t S e n t-27Cosr 2ü) dt = o y asi JO J2n 
j"j" (VxF) .neis = j F.da 
* (A) 
Ejemplo 6 
Ilustrar el teorema de Stokes si F(X, y, z) = (3y, -XZ, yZ2) Y <p (A) es 
la superficie del paraboloide ^=x 2+y 2 hasta z=4 y su tapa (cerrada) 
Fig.236 
« m 
2 
'N 
is 
(Figura 236) Solución 
« ^ ( f - f " Í - f ' f - f )" < * ' « . < » . - , - 3 ) „ u . — -
272 • * r n « r 4 e A c * v « é o . 
f ÍVxF.nds = <f F. da. 
» (A) 
1 ) 
f JVxF.nds = f j ( z 2 + x , 0 , -z-3) . n1ds1 + J j (z2+x,0,-z-3) ,n2ds2 
»(A) <fl('*) 
= /* / (16+*.0.-7). (0,0,1 )dydx + J2 f ((x2+y2) 2+x, 0, -x2-y2-3) . <2x, 2y, -1) dydx 
= -7 J J dydx + J J (2x(x2+y2) 2+2x2+x2+ya+3) dycix 
-V^L-x7 -VT^X7 
= -28tt +28n = 0-
i i ) <f F. da = <fi Fda1 + <fi F.da2. Je J Ci J Cj 
Una parametrización para la frontera de <px (A) , Ci es 
a1 ( t) = (2COSt, 2Sent, 4) 0<t<2n. oues x2+y2=4 e n y 
al( t) = {-2Sent,2Cost,0) • 
Una par ametrizacíón para la curva c =, frontera de la superficie 
del paraboloide es a2 ( t ) = ( 2 COS t, 2Seíl t , 4 ) para t entre 2u y Ó, pues 
z=x2+y2 entontes x=2Cost y y=2Sent y 
z=x2+y2=4 (Cos2t+S'e/32t) =4 v «á (t) = ( - 2 S e n t , 2Cost, 0) v así 
j> F. da = ^3ydx-xzdy+yz2 dz -
í 3ydx-xzdv+yz2dz + <f 3ydx-xzdv+yz2 dz = Je, j ca 
f2ic (-12Sen21-16 Cas21) dt + f'i(-12Sen2t-16Cofí2t)dt = 0 y 
Jo J2* 
f f RotF.nds = j F.da . 
* (A) C 
as 1 
Ejemplo 7 
I lustrar el teorema de Stores si F(x, y , z ) = (x, -XZ, z) y (p (A) es la 
superficie que se observa en la Figura 23/ 
2 7 3 
SoIución 
RotF= ( x , 0, - z ) . c,ea <Pi (A) la superficie -X 2-y 2' z M y <p2 M ) l a 
de X2+y2-l Oizll. 
i ) JJ VxF.nds = / / + / f VxF.n2ds2 
f(A) », (A) «Pi (A) 
vT^ 7 f f (x.O.-fr-x'-y*) .( * /,l)dydx ^ 
' -1 / \ y/2 x'-y3 y/2 x2-y2 / -/l-jr 
vT-"!7 
C S ( Cosv, 0 , u) . ( Cosv, Senv, 0) dudv j"* J ( *.* a -xa-vaj dvdx 
+ 
- v T ^ 
nXCOS2VdudV= -Tt+TE=0-J 
11 ) 
Í F.dtt = <f F.dax+<f F.da2+<£ F.da2+<£ F.da,+<£ F.da~ = 
j c J Cj J c2 J c , J c , * J c„ 
j> F.da^j F. da2-j F.da2+j F.da¿-j¡ F.da4 = 
2 7 4 , 
<f> F.da1+<f F.da2+<p Jq JCj Ji 
= <fi xdx-xzdy+zdz = J ct 
pues una par ame tr i z ac ión para c3 
en tonces 
j" fVxF.nds 
Ejemplo 8 
Ilustrar el Teorema de Stokes si 
superficie de la esfera x2+y2+Z2=4 
F. da3 = tf F.da, 
•J - C, 
r2n 
é -CostSentdt = 0 
Jo 
es a^ t) • (Cost.Sent, 0) o<t<2Ti, 
F(x,y, z) = (x, -xz, z) y <p (A) la 
(Figura 238) 
Fig.238 
Solución 
ROtF= (X, 0, -Z) Y 
Jj* (x, 0, —z) .nds = JjjDiv(RotF) dzdydx = f f f 0 dzdydx = 0 
Si se quiere calcular la integral de superficie aplicando el teorema de 
la diverqencia, sino hay que calcular dos integrales de superficie o 
una sóla así: 
275, 
L ) 
fjVxF.nds= 
• (A) 
f2nfn(2CosuSenv, 0,-2Cosv) . (4CosuSen2v, 4Sen2vSenu, ISenvCosv) dvdu 
h Jo 
= f2KfK (8Cos2uSen3v-eSenvCos2v) dvdu = O pues 
Jo Jo 
0!u<2n, 0<v<2n es una parametrización de la superficie y 
" l u * ^ (4CosuSen2v,4Sen2vSenu,4SenvCosv) < un vector normal 
que sale de la superficie. 
También la integral j j RotF.nos 5 e puede calcular asi: 
» ( A ) 
Sea <px (A) la superficie z=<JA -X2 -y2 y <Pa l a superficie 
Z=~y¡4 -x2-y2' 
luego ffVxF.nds = f f VxF.^dB^J" j VxF.n2ds2 = 
*(A) •;,(*> 
f2 f (x.O. V 4 - x a - v a ) . / — , , l \ d v d x + 
-s/i.-x2 
•2 
sfZ^x-
-V4-X7 
- P f I , -J4-x2-y2- '' + \j4-x2-y2\dydx J 2 ¿ \ y/i-x7-y3 V*~x'-y3 i 
-y/I^P 
= f f Odydx = 0 
2 7 6 , 
ii) i F. da = f F.da^f F.da2 = <£ xdx-xzdy+zdz+-!> xdx-xzdv+zdz. 
J C J ct J c2 J e , • c2 
Una parametri zación para la curva ce (A) cx es 
u1(t) "(2Cost,2Sent,0) o<t<2n, ( t) . (~2Sent, 2Coatr 0} y una 
parametrización para la curva frontera de <p„ (A) c = es 
Ct2 ( t ) • (2COSt, 2Sent, 0) para t entre 2n y 0 ( orientaciór, contraria 
a Ci ) 
1 uego è . da = 
f2n-iCostSentdt + f°-4 CostSentdt 
Jo J2* 
/ -4CostSentdt-l -4CostSent. dt = 0 , luego 
Jo Jo 
j" J RotF.nds = j F du. 
»(A) 
E j e m p l o 9 
Ilustrar el teorema de Stokes si F(x, V , z ) = ( x , - X Z , z ) y ç> (A) es lë 
superficie que se observa en la Figura 239 
x2+y*+za-2 
Solución 
ROtF= (x, 0, -z) 
1) f f RoCF.nds = j j j (1-1) dzdydx = 0 ( P o r el teorema de la 
3 
divergencia). 
i i ) <£ F.du = <£ F.dcc, + <FI F. da2 
Je J cx J c3 
Una parametr i zación para la curva frontera de (A) , Ci es, 
u í ( t ) = (Cost, Sent, 1) o<t<2n, pues c x es x2+y2=1 en z=1» y 
«í ( t ) =(-Sent, Cost, 0) • 
Una parametrización para la curva frontera de <p2 (A) c = es 
a2 ( t ) - (Cost, Sent, 1) t entre 2n y O pues ca es x 2 + y 2 = l V 
Z-y/x2+y2 ' 
luego £ F.da = f xdx-xzdy+zdz = 
f [-CostSent-CostCost] dt + f° (-CostSent-CostCost) dt = 0 luego 
J O J 2 k 
l" J RotF.nds = j F.da. 
»(A) c 
Ejemplo ÍO 
I lustrar el teorema de Stokes si Jp7 (x, y , z ) = (x, ~XZ, z ) Y 9 (A) es la 
super ficie del paraboloide z=X2+y2' entre z = l, y z=9 y sus tapas 
(Figura 240) 
278 r <• 
Fig.240 
z 
Solución 
Sabemos que RotF- (x, 0, ~z) Y que verificar que 
f f RotF.nds = <£ F. da 
9(A) C 
J j*RotF. nds = j"f (x,0,-z) . n d s - J f j (1-1) dzdydx = 0 i ) 
»Ü) 7 (Â) 
(Teorema divergencia) 
ii) J f RotF.nds = J f VxF.n1ds1+j' J" VxF. n2ds2+j J VxF.n3ds2 
9(A) 9i(A) <p,U) 
i J = f3 f (x, 0,-9) . (0,0,1) dydx - -9 [* f dydx 
9t(A) J 3 J J - 3 J 
->/9-x2 -Vi^X7 
-8171 
f f Vl-X* ^ y/l~Xi 
b) J J VxF.n2ds2 = r1 r (x,o,-l) . (0,0,-1) dydx = P f dydx -
9,(A) J 1 J J-1 J 
Vl-X2 -yjl-x2 
TC 
c ) J jVxF.n^dSj = f f (x,0,-x7-yz) . {2x,2y,-1) dydx = 
1 1 ) 
f j(2x2+x2+y2) dydx = f 2 K £ (2r 2Cos 26+r 2) rdrdd = 80n, luego 
J J VxF.ncfs = -81ir+7t+80it=0. 
V (A) 
£ F. da = <f F.da1+<f F.da2+<£ F.da3+¿ F.da4+<fi F.das+f F.da6. J c J q J ca Je, J c4 Jc5 J ct 
c i : JC2+y2=9- «1 ( t) = (3COSt, 3Sent, 9) 0<t<2Ti (la tapa 
superior) . ( t ) = ( - 3 S e n t , 3 C o s t , 0 ) 
X 2 + y 2 = 9 ' 2 = 9; a 2 (t) = (3Cost, 3Sent, 9 ) t entre 2 n y O 
(Paraboloide curva superior) a 2 ( t ) =(-3 Sent,3 Cost,0) . 
CT.: ai ( t) = ( Cost, Sent, 1) 011 : 2 TT (Paraboloide curva inferior) 
<*j ( t ) = (-Sent, Cost, 0) 
c<i: a 4 ( t) = (Cost, Sent, 1) t entre 2n y O ( tapa inferior 2 = 1) 
«i ( t ) ={-Sent, Cost, 0) 
c, y c 4, sus integrales se anulan (recorren el mismo camino en 
sentido opuesto) luego 
f F. da = j xdx-xzdy+zdz 
= <é xdx-xzdy+zdz+<£ xdx-xzdy+zdz+<f xdx-xzdy+zdz+ J Cj j ca J c3 
f xdx-xzdy+zdz+¿ F. da5-<f F, da5= 
J Ct J c5 J c5 
(-9CostSent-8lCos2t) d t + f j (-9CostSent-81Cos2t) dt + 
(-CostSent-Cos21) dt+JJ (-CostSent-Cos2t) dt = 
0+0=0. luego 
J j" VxF.nds = <f F. da 
f(A) C 
5 . 1 0 EJERCICIOS 
, 1. Ilustrar el teorema de Stokes para F(x, y , z) = (xy, y z , XZ) (A) es á 
parte del cilindro para 0<x<l, -2<y<2 (Figura 241) 
280, 
2. Considerarla cerrada, es decir con las 4 tapas, e ilustrar el 
teorema de la divergencia y el de Stokes para el mismo campo en 
el problema anterior. 
Calcular £ zdx+xdy+ydz en donde c es la traza del cilindro 
X 2 + y 2 = l en el plano y+Z=2 ( R : 2.rt J . 
4. <p (A) I a región limitada por el hemisferio de x2+y2+(Zr l) 2=9 
l£zi3 y el plano z=l. Verificar el teorema de la divergencia 
F(x,y,z) =xi+yj+zk 
b. Calcular <f> (A) es la superficie del par a 1 e 1 epí pedo 
? U> 
0ixi2, 0iyi4, o i z 15 y F(x,y, z) = (xy,y2z, z3) • 
6. I lustrar el teorema de Stokes para el problema anterior. 
7. Verificar el teorema de Stokes para F(x, y , z ) = (5y, -5x, 4 y ) «p (A) 
es la porción del plano z=l dentro del cilindro x2+y2-4 
8). I lustrar el teorema de Stokes para F (x, y , z ) = ( 5 y , - 5 x , 4y) siendo c 
la frontera de la porción del plano ;• = 1 v mostrada en la 
F i q u r a 2 4 2 
286 i 
Fig.242 
z 
9. Calcular (A) es la superficie del problema anterior y 
F(x,y, z) = (xi +yj+zk) 
10. Aplicar el teorema de Stokes para calcular la 
<ji xydx+2yzdy+xzdz c es la frontera de la porción del plano 
z=l - y mostrado en la figura 241 y 242. 
1 . Aplicar el teorema de Stokes para calcular ^ F.dtt. 
F(x, y, z) = (y3, X3, Z3) c es traza del cilindro x2+y2=l en el 
plano X+y+Z = l-
12. Sea F(x,y, z ) = (x 3,y 3, Z 3 ) Aplicar el teorema de la divergencia 
para calcular J" J F.Tlds siendo (A) la superficie de la reqión 
t (A) 
limitada por X2+y2+Z2=4 X2+y2+Z2=9 • 
13. Aplicar el teorema de Stokes para calcular f j R O t F . n d s jp (.£) es 
* (A) 
la porción del paraboloide z=9-X2-y2 dentro del cilindro 
x2 +y2 =4 F(x,y, z) = (6x,7z, 8y) 
282, 
14. Aplicar el teorema de Stokes para calcular <j> -2ydx+3xdy+10zdz 
<=: (x-1) 2 + (y-3) 2 =25 en z = 3. 
15. Ilustrar el teorema de Stokes para (p (A) la superficie del cubo 
unitario 0<x<l, 0<y<l, Oízll, F{x, y , z) = (x, ~XZ , z ) 
16. Ilustrar el teorema de la divergencia para F(x, y , z ) ^XÍ +yj + zk\ 
<p (A) es la superficie limitada por z = l , z=10 -\¡X2 +y2 
17. Ilustrar el teorema de Stokes si F(x, y , z ) = ( x , ~XZ, z ) y <p (A) es 
la superficie limitada por z=lO -\/X2 f y 2 y z = L. 
18 Ilustrar el teorema de la divergencia para F(x, y , z ) = ( x , y , z) 
<p(A): z=-v/x2+y2; z =" 2-
1?. I lustrar el teorema de la d i veraencia ; F {X, y , z ) - {x, y , z ) <p (A) ' 
z=)J 10-x2-y2 - y 2 = 1 • 
20. Aplicar el teorema de la divergencia para calcular j" J F./lds 
f(A) 
F(x, y, z) = (X2 +Senyz) i + (y-xe~*) j + z2k VÍA) es la frontera de la 
región acotada por las gráficas x 2+y 2=4» X+Z=2 • z = 0. 
21. Use el teorema de Stokes para calcular f F.dtX. donde 
F(x, y, z) = (2>z-Senx) i + (x2+e y) j + (y3-Cosz) k y c es i a curva 
x=Cost. y^Sent- z=i o<t<2n. 
22. Use el teorema de Stokes para calcular £ F.dcc 
F(x, y, z ) = (yz, XV, zx) y c es el cuadrado con vértices (0,0,2), 
( 1 , 0 . 2 ) , ( 1 , 1 , 2 ) , ( 0 , 1 , 2 ) . 
Use el teorema de Stokes para calcular J j"RotF.ndS 
¥{A) 
F(x,y, z) = (2y, e -ArcTanx) <p(A) es la parte de la superficie 
del paraboloide z=4~X2-y2 z-0. 
24; Calcular f j F . n d s ^ ( A) : ( x _ 3 ) 2 + ( y + 1 ) 2 + ( 2 -£) 2 = 9 
F(x,y, z) = (2x+3z, -xz-y,y2 ^z) 
28.^ 
25. Calcular f¡F.nds F ( x , y, z ) = (z2-X,-Xy, 3z) íp (A) es la 
superficie de la región limitada por z=4~y2 *=(->, x = 3 y el plano 
xy • 
26. Calcular f f (VxF) . TldS siendo F ( x , y, z) = ( x~Z, X 3 + y z , - 3 x y 2 ) <P U ) 
<p (A) 
es la superficie del cono -yj X2 +y2' encima del plano xy . 
27. Calcular (y-z) dx+(Z~x) dy+(x-y) dz, donde c es la elipse 
x2+y2 = l• x+z=l• 
28. Calcular j> xdx+ (x+y) dy+ (x+y+z) dz donde c es la curva X~aSent 
y=aCost * z=a{Sent+Cost) o<t<2ir. 
29. Calcular ^ y2 dx+Z2 dy+X2 dz c és el contorno del triángulo con 
vórtices entre los puntos (a,0,0), (0,a,0), (0,0,a). 
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